Chapitre 25

Probabilités sur un univers fini
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Le calcul des probabilités est la branche des mathématiques qui modélise les phénomenes aléatoires !.

I UNIVERS FINIS

1) Expérience aléatoire

ﬁ Définition 25.1
Une expérience est dite aléatoire lorsque l'issue ne peut pas étre prédite avec certitude (on parle aussi
d’épreuve aléatoire). On considére qu’a une expérience aléatoire correspond un ensemble contenant
tous les résultats possibles, cet ensemble est appelé univers et noté Q.

Remarque 25.1 — On ne donne pas de définition mathématique du terme expérience. Par contre, l'univers Q
associé a une expérience aléatoire, est un ensemble au sens mathématique du terme, sa détermination résulte
d’'une modélisation de l'expérience (avec éventuellement des choix simplificateurs).

i Exemples :
— Expérience : on lance un dé, on note le numéro de la face supérieure.
Univers: Q = [1;6].
— Expérience : on lance trois dés distincts, on note les trois numéros de la face supérieure.
Univers: Q = [1; 6]]3, ensemble des triplets de nombres entre 1 et 6.
— Expérience : on préléve trois cartes d'un jeu de 32.
Univers : Q est 'ensemble des parties a 3 éléments de '’ensemble des 32 cartes.

1. Andrei Kolmogorov (25 avril 1903 — 20 octobre 1987) : mathématicien russe, fondateur de la théorie des probabilités dans les
années 30.
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— Expérience : on lance une piéce n fois.
Univers : Q = {B F}" avec P pour pile et F pour face.

Conformément au programme on se limitera au cas ou1 Q est un ensemble non vide et fini.

2) Evénements

fg Définition 25.2

On considere une expérience dont I'univers est Q (fini).

* Les éléments de Q) sont appelés les possibles (ou éventualités), en général notés avec une lettre
minuscule : Q = {wy,..., Wy}

» On appelle événement toute partie de Q. Un singleton est appelé événement élémentaire. L'en-
semble des événements est donc 22 ().

» L'ensemble vide est appelé événement impossible et Q) et appelé événement certain.

* Si A est un événement, on appelle événement contraire I'événement A (parfois noté A, c’est le
complémentaire de A dans Q).

e On dit que I'événement A implique (ou entraine) I'’événement B lorsque A c B.

r=Exemple : Expérience : lancer un dé. Univers Q = [1;6]. Les événements élémentaires sont {1}, {2}, {3}, {4},
{5}, {6}. Lévénement « obtenir un chiffre pair » est représenté par A = {2, 4, 6}, 'événement « obtenir un chiffre
impair » est 'événement contraire, représenté par A° = {1, 3, 5}. Lévénement « obtenir le chiffre 1 » implique
I’événement « obtenir un chiffre impair ».

fg Définition 25.3 (Opérations sur les événements)
On considere une expérience dont I'univers est Q) (fini). Soient A et B deux événements.
e [’événement « A ou B » est représenté par la réunion A UB.
e ['événement « A et B » est représenté par I'intersection An B (conjonction des événements).
* On dira que ces deux événement sont incompatibles (ou disjoints) lorsque ANB = &.

izExemple : Tout événement est incompatible avec I’événement contraire.

g Définition 25.4 (Systeme complet d’événements)

On considére une expérience dont I'univers est (fini). Soit (A;) jc[1;,] une famille d’événements, on
dit que cette famille est un systéme complet d’événements lorsque :

» les événements sont deux a deux incompatibles : V (i, j) € [[l;n]]z, iZj = AinA;j=0.

n
e Ja réunion des ces événements est I'événement certain : |J A; = Q.
i=1

Remarque 25.2 — On retrouve une partie de la définition de partition, la différence est qu'on ne demande pas
a ce que les événements A; soient non vides.

i Exemples :
— Si A estun événement alors {A; A} est un systeme complet d’événements.
— Lafamille des événements élémentaires, ({®w})yeq, €St un systeme complet d’événements.

Il ESPACES PROBABILISES

Une fois 'expérience clairement définie et son univers déterminé, on cherche a définir le pourcentage de
chance de réalisation des événements. L'approche statistique consiste a répéter n fois I’expérience et calculer
la fréquence de réalisation de chaque événement A : f,,(A) = bombrede réflhsati"ns deA 14 fréquence apparait
alors comme une application de 22(Q) vers [0; 1] qui vérifie f,,(Q) =1 et f,(AUB) = f,,(A) + f,(B) lorsque A et
B sont incompatibles (il en découle qu’il suffit de connaitre la fréquence de chaque événement élémentaire).

C’est cette approche qui est a 'origine de la définition suivante.

1) Probabilité
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ﬁ Définition 25.5
Soit Q un univers fini. On appelle probabilité sur Q) toute application P de 22(Q) vers [0; 1] vérifiant :
P =1;
o P est additive, c’est a dire :
YV A,Be 2(Q), siA et B sont incompatibles, alors P(AuB) =P(A) + P(B).
Le couple (Q2,P) est appelé espace probabilisé.

s=Exemples :
— SiQ est fini, alors en posant pour tout événement A, P(A) = %, on définit une probabilité sur Q.
) L, 1 sim €A .
- SiQ={wi,...,wy,}, alors en posant pour tout événement A, P(A) = 0 si , on définit une proba-
sinon

bilité sur Q.
@Attention !

Il v’y a pas unicité de la probabilité sur un univers fini, le choix de celle-ci fait partie de la modélisation de
Pexpérience et résulte souvent d’'une hypothése (par exemple : toutes les issues sont équiprobables).

2) Propriétés

@Théoréme 25.1
Soit (Q2,P) un espace probabilisé, et soient A et B deux événements :
*P(2)=0;
*PA°)=1-P(A);
e si Ac B alorsP(A) < P(B) (on dit que [P est croissante) et P(B\ A) = P(B) —P(A);
*P(AUB) =PA)+PB)-PANB);
* pour toute famille (A;) je[1;,) d’événements incompatibles deux a deux :
n
PAjU---UAp) = .ZIIP(A,').

1

Preuve :

*Onal=PQ)=PQUZ)=PQ)+PW@) =1+P(D), dou le résultat.

*Onal=PQ)=PAUA") =PA) +P(A°), d’ ou1 le résultat.

*OnaP(B)=PAuB\A)=P(A)+P(B\A) >[P(A) car une probabilité est positive. Les deux résultats en découlent.
*OnaPB)=P(ANBJUB\A)=P(ANnB)+PB\A), douPB\A) =P(B) -P(AnB), puison aP(AUB) =P(A) + P(B\ A),
le résultat en découle.

e récurrence sur n. (]

Exercice 25.1 (Inégalité de Boole)

n
Montrer que toute famille d’événementsA;,...,AponaP(AjuU---UA,) < X P(A)).
i=1

€9 Théoréme 25.2
Soit (Ai)1e[1;n] un systéme complet d’événements, on a :

n
L PA)=1;

1

n
e Pour tout événementB :P(B) = Y P(BNA;).
=)

1

Preuve : Les événements de la famille sont incompatibles deux a deux et leur réunion donne Q, donc 1 = P(Q) =
n

PALU---UAp) = Y PA).
i=1

i=
B=BnQ=BnAjuU---UA,) =BnA)U---UBNA,) et ces événements sont incompatibles deux a deux, d’ou

PB) = f‘, PBNA)). (]
i=1
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3) Probabilité des événements élémentaires

Une probabilité P sur un univers fini Q est entierement déterminée par la connaissance des probabilités
des événements élémentaires.

@Théoréme 25.3

Soit Q) = {w,...,w,} un univers fini.
n
» Soit P’ une probabilité sur Q) et soit p; =P({w;}), on a alors : Vi € ﬂl;n]], pi=0,et) pi=1.
i=1

* Réciproquement, si (p;) je[1;) €st une famille de réels positifs et de somme égale a 1,_alors il existe une
probabilité P sur Q telle que Vi € [1; n], P({w;}) = p;. Pour tout événement A, on a alorsP(A) = Y. p;.

w;EA

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (]

K Exercice 25.2 On lance un dé truqué a6 faces, la probabilité d’ obtenir la face k est proportionnelle a k. Quelle est la
probabilité d obtenir un chiffre pair?

©9Théoréme 25.4
Sur tout univers fini Q, il existe une unique probabilité P qui prend la méme valeur sur chaque
événement élémentaire (on parle d’événements équiprobables). Elle est définie par Vv € Q, P({w}) =

m, on I'appelle probabilité uniforme sur Q, et pour tout événement A on aP(A) = %.

Preuve : Il suffit de vérifier que la valeur commune est un réel positif, et que Y m =1.0OnaalorsP(A) = Y P({w}) =
we) weA

1 __ card(A)
wXE:A card(Q)) ~ card(Q) " O

Remarque 25.3 - La formuleP(A) = g:;g((é)) s’énonce parfois « nombre de cas favorables sur nombre de cas
possibles », dans ce cadre, calculer des probabilités se raméne a des calculs de dénombrement.

wExercice 25.3
1/ On lance six fois un dé non truqué. Quelle est la probabilité d’obtenir une fois chaque numéro ?
2/ On préleve cing cartes au hasard dans un jeu de 52. Quelle est la probabilité d avoir au moins une paire?

3/ On distribue 52 cartes a4 joueurs (13 par joueur). Quelle est la probabilité que chacun regoive un as?

Il PROBABILITES CONDITIONNELLES

Soit (Q,P) un univers fini muni de la probabilité uniforme (par exemple), soit A un événement dont on

sait qu'il est réalisé, un événement B est réalisé si et seulement si AN B est réalisé, donc la probabilité de B

PR TP card(AnB) _ card(AnB)/card(Q)) _ P(AnB)
sachant que A est réalisé est = 1™ = “Gldm/card @) = PA)

1) Définition

Egl)éﬁniﬁon 25.6

Soit (Q,[P) un espace probabilisé fini et A un événement tel que P(A) # 0. Pour tout événement B on

appelle probabilité de B sachant A le réel noté P4 (B) est défini par [P (B) = Pg}g?) .

@ Théoréme 25.5 (probabilité conditionnelle)

Si A est un événement tel que P(A) # 0, alors I'application Pa : 22(Q) — R définie par P (B) = %
est une probabilité sur ), appelée probabilité conditionnelle sachant A.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. ]

@Attention!
| Onveillera a ne pas confondre P4 (B) et P(ANB).
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Remarque 25.4 —
— Dans certains ouvrages la probabilité conditionnelle P (B) est notéeP(B | A), mais nous éviterons cette
notation qui pourrait laisser croire que B | A est un événement.
— CommeP4 est une probabilité, on a en particulierP5(B€) =1 —Pa(B).

wExercice 25.4 Une famille a deux enfants, chaque enfant a une chance sur deux d’étre une fille.
1/ Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant que l'ainée est une fille?

2/ Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant qu'il y a au moins fille ?

2) Probabilités composées

La plupart du temps on ne calcule pas P4 (B) a partir de [P(A N B) car le plus souvent on connait [P (B) et
P(A) ce qui permet d’en déduire P(A N B).

©9Théoréme 25.6
Si A et B sont deux événements alors :
*P(ANB) =P(A) x PA(B) sil’P(A) #0;
*P(ANB) =PB) x Pg(A) siP(B) #0.

Preuve : 11 suffit de revenir a la définition de probabilité conditionnelle. ]

Exercice 25.5 Une urne contient 4 boules blanches et 2 noires. On tire une boule, on la remet dans l'urne en ajoutant une
autre boule de la méme couleur, puis on procede a un autre tirage. Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules noires ?

@Théoréme 25.7 (formules des probabilités composées)
| Soient (A;) je[1;,] une famille d’événements (n > 2) telle que P(A; N ---NAp—1) #0, alors :
P(A1n---NAp) =P(A1) X Pa, (A2) X Pa;na, (A3) X -+ X PAA.nA,,_ (Ag).

Preuve : Remarquons que toutes les probabilités conditionnelles de la formule sont bien définies car 0 ZP(A; N ---N
An) < <PA1NA2) <P(A}). La formule se démontre par récurrence sur 7, le théoréme précédent est le cas n = 2.
En appliquant I'hypotheése de récurrence on a:

PA1 N NAp1) =P(A1) x Pa, (A2) X Pa na, (Ag) X - X Pa A-na,_ (Ap N AR41)

notonsB=A;n---NnA,_1, alors:

PBNA,NA,L1) _ PBNAL) xPgna, (Ans1)
P(B) a P(B)

Pe(ApNApt1) = =Pg(An) X Ppna, (An+1)

en reportant dans la relation ci-dessus, on obtient la formule au rang n + 1. (]

Remarque 25.5 - Le produit a droite de 'égalité dans le théoreme est un produit télescopique.

Nos .
-@-A retenir
¢ Cette formule est utile lorsque les événements sont dans un ordre chronologique.

* Exercice 25.6 Une urne contient n boules : b blanches et r rouges. Soit k € [1; b+ 1]. On tire des boules successivement
de cette urne sans remise. Quelle est la probabilité qu'une boule rouge apparaisse pour la premiere fois au ke tirage ?

*Exercice 25.7 Une puce se déplace sur les trois sommets A, B C d'un triangle en partant de A. A chaque instant elle fait
un saut : si elle est en A alors elle va en B, si elle est en B alors elle a une chance sur deux d’aller en A et une chance sur
deux d’aller en C, si elle est en C elle y reste.

1/ Montrer qu’on ne peut arriver en C qu'a des instants pairs.

2/ Quelle est la probabilité que la puce arrive en C pour la premiere fois a l'instant2n ?

3) Formule des probabilités totales

Soit (Ay,...,Ap) un systéme complet d’événements sur un espace probabilisé fini (Q2,[?), on a déja vu

n
que pour tout événement B, on aP(B) = Y P(BNAy), or nous savons que P(BNAy) = P(Ag)Pa, (B) lorsque
k=1
P(Ag) # 0. Nous pouvons donc énoncer :
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@Théoréme 25.8 (formule des probabilités totales)
Soit (Ay,...,A;) un systeme complet d’événements sur un espace probabilisé fini (Q,[P), tous de
probabilité non nulle, alors pour tout événementB on a :

P(B) = kZ P(Ar)Pa,(B).
=1

wExercice 25.8 Le fonctionnement d’'un appareil est régi par la regle suivante :
- S'il fonctionne a linstant t,, alors il a la probabilité a €10; 1] de fonctionner a l'instant t;,41 ;
— Sl est en panne a l'instant t,, alors il a la probabilité b €]0; 1[ d’étre en panne a l'instant t,,.
1l est en état de marche a l'instant 0. Déterminer la probabilité p,, qu'il soit en état de marche a l'instant t,,.

Remarque 25.6 — Lorsque le systeme complet comporte peu d'événements, on peut illustrer la formule des
probabilités totales par un arbre pondéré, mais la justification est U'application de la formule des probabilités
totales.

& B

\ Al \

138
@\ pAI (BC) BC
)

» Prol B

DN,
% BC

4) Formule de Bayes

Soient A et B deux événements de probabilité non nulle de I’espace probabilisé (2,P), imaginons que
I'on sache calculer la probabilité conditionnelle P4 (B) et que I'on souhaite calculer Pg(A). On a:

P(AnB) P(A)PA(B)

PeA) =5 g P(B)

Cela peut-étre utile lorsqu’il y a une chronologie, (A antérieure a B) et que I'on cherche a « remonter le temps ».
Dans le cas le plus général, on utilise la formule des probabilités totales pour exprimer P(B) :

@Théoréme 25.9 (formule de Bayes (ou formule de probabilité des causes))
Soit (Aj,...,A;) un systeme complet d’événements sur un espace probabilisé fini (Q0,P), tous de

probabilité non nulle, soit B un événement de probabilité non nulle, alors pour touti € [1;n] :
P(A;)Px; (B)
PplA)=5—"——.
kgl P(Ar)Pa, (B)

Remarque 25.7 — En particulier, lorsque le systeme est réduit a deux événements (A, A€) (de probabilité non

. P(APA(B
nulle), et siP(B) # 0, alors Pg(A) = I]J’(A)PA(lg)j—PA(z(k"))PAc -

* Exercice 25.9 On a six urnes numérotées de 1 a6, l'urne k contient k boules blanches et 6 — k boules noires. On lance
un dé non truqusé, si la face k sort alors on tire une boule de l'urne k. La boule tirée est blanche, quelle est la probabilité
d’avoir faitun6?

IV INDEPENDANCE

1) Indépendance de deux événements
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fg Définition 25.7

| On dit que deux événements A et B d’un espace probabilisé (Q2,[P) sont indépendants lorsque :
P(ANB) =P(A) x P(B).

Remarque 25.8 -
— Larelation est symétrique.
— SiP(A) = 0 alors A est indépendant avec tout autre événement B.

-\?-A retenir
¢ Lorsque P(A) #0, alors A et B sont indépendants si et seulement si P4 (B) = P(B).

iszExemple : On lance un dé non truqué, soit A :« obtenir un chiffre pair » et B : « obtenir un chiffre inférieur
ouégale a4».OnP(A) = 3, P(B) = £, P(ANB) = 1 =P(A)P(B), ces deux événements sont indépendants. Soit
C :«obtenir un chiffre inférieur ou égale a 3», on a P(C) = % etP(AnC) = é # P(A)P(C), A et C ne sont pas
indépendants.

@Attention !

On veillera a ne pas confondre indépendance de deux événements (qui dépend de la probabilité) et 'incompatibilité
de deux événements (qui ne dépend pas de la probabilité).

©9Théoréme 25.10
Si A est B sont deux événements indépendants de (Q2,[P) alors :
* A et B¢ sont indépendants;
e A¢ et B sont indépendants;
e A¢ et B¢ sont indépendants.

Preuve : P(A) =P(AnB) + P(ANB®) = P(A)P(B) + P(ANB°) d’'ou P(ANB®) =P(A)[1 - P(B)] = P(A)P(B). Les deux autres
résultats en découlent. |

2) Indépendance d’une famille d’événements

fg Définition 25.8
Soient Aq,..., A, des événements dans (Q,P) :
¢ On dit ces événements sont deux a deux indépendants lorsque :
Vi,je[l;n],i#j = PA;inAj) =PA)PA;).
* On dit ces événements sont mutuellement indépendants lorsque :
Vi< [1;n], P(N AR = 1 P(Ag).
keJ keJ

Remarque 25.9 - La vérification de l'indépendance mutuelle nécessite beaucoup de vérifications : 3} _, (’,Z) =
2" —n—1. Il découle de la définition que des événements mutuellement indépendants sont deux a deux
indépendants.

@Attention !

Des événements deux a deux indépendants ne sont pas nécessairement mutuellement indépendants comme le
montre l'exemple suivant.

rwExemple : On lance deux dés parfaits, on note A; : «le premier dé améne un nombre pair», A, : «le deuxieme
dé amene un nombre pair » et Az : «la somme des nombres obtenus est paire ». On a P(A;) = %, P(Ap) = %,
P(As) = 22 = 3, P(A1 nA2) = 1, P(A1 NAg) = 1, P(A2 NA3) = 1, mais P(A; N A2 NA3) =P(A; NA) = § : les
événements sont deux a deux indépendants mais pas mutuellement indépendants.

Exercice 25.10 SoientA,,...,A, des événements mutuellement indépendants dans (Q,P).
1/ Montrer que les événements B1,...,B, ot B; = A; ou Af, sont mutuellement indépendants.

2/ Soit p € [1; n—1]|, montrer que B, U---UBy et By N+ UBy, sont indépendants.
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V SOLUTION DES EXERCICES

Solution 25.1 Pourn =2 :P(A; UA2) =P(A)) +P(A2) —P(A;1 NAp) <P(A)) + P(A2). On termine ensuite par récurrence
sur n.

1

6
Solution 25.2 On aP({k}) = ak avec k une constante positive, or ). P({k}) =1, on en déduit que a = WM = 57»

k=1
la probabilité demandée est P({2,4,6}) = a(2+4+6) = ;—% = %.
Solution 25.3

/Q=[1; 6]]6, les issues sont considérées équiprobables. L'événement cherché est l'ensemble 6-listes contenant une et
une seule fois chaque chiffre, par conséquent card(A) = 6! et P(A) = 6 =~ 0,015.

2/ Q) est l'ensemble des 5-parties de l'ensemble des cartes. Dénombrons l'événement contraire (aucune paire), il faut
donc5 hauteurs de cartes différentes et pour chacune des hauteurs il faut choisir une carte parmi4 ce qui donne
13
. P IS e s . 4
(153)45 mains dans cet événement, d’oit la probabilité cherchée 1 — (Es)z) ~0,49.
5
A3 208 gt o 0s

(556 - 52515049

3/ La probabilité cherchée est

Solution 25.4 Lunivers est Q = {F, G}?> ensemble des couples de lettres F ou G (premier enfant et deuxieme enfant).
1/ L'événement « l'ainée est une ﬁlle »estA={EG),EF)} etPA) = ?—1 = % L'événement cherché est B = {(EF)} qui

implique A, d'ottPA(B) = ﬁ%

2/ L'événement « au moins un enfant est une ﬁlle » est A={(EG);(EF);(G,F)} et P(A) = %, Lévénement cherché est
B = {(EF)} qui implique A, d'ott PA(B) = Hﬁ%

Solution 25.5 Notons A I'événement « la premiere boule tirée est noire », etB l'événement « la deuxieme boule tirée est

noire ». On cherche a calculer P(ANB), on aP(ANB) =P(A) x PA(B) = £ x 7 %

Solution 25.6 SoitB; l'événement « au ie tirage la boule est blanche (on définit de mémeR;), on demande :

(B1Nn---NB_1 NRE) = p(B1) pg, (B2) (R)—Bx b- k+2 r_bb-1)--(b-k+2)r
pb1 k-1MNKg) = pb1)pg, (B2) - PByn--Br, (Ri) = k2 n—k+1_n(n—1)~~(n—k+1)

Solution 25.7
1/ Pour arriver en C la puce doit venir de B (un saut), pour étre en B la puce doit venir de A et pour arriver en A la puce
doit venir de B, donc avant d’arriver en C la puce fait un certain nombre d’aller-retours en A et B, ce qui donne un
instant impair pour étre en B et donc pair pour étre en C.

2/ Soit Ay I'événement « la puce est en A a l'instant k » et By 'événement « la puce est en B a l'instant k », on cherche
doncP(B1NAxn---NBy,_1 NCyy), dapres la formule des probabilités composées, c’est :

PBiNnAxN---NByy-1NCyy) =P(B1) x Pp, (A2) x P, na, (B3) X -+ x PR, na,n--nBy,_; (C212)

ce qui donne (3)" = 3.

Solution 25.8 SoitM,, I'événement correspondant, alors (M,,,M¢) est un systéeme complet d’événements donc p,.1 =
PMy)Pwu, (Mn+1)+lP’(M”)[F°Mc (M,Hl) = ppa+(1-p,)(A-b) = (a+b—-1)py+1-Db, on a une suite arithmético-géométrique,

une solution constante est £ = b et la suite (p,, — €) est géométrique de raison a+b—1, d'oit p,, = (a+b—-1)"(pog—0) +¢

W On voit que lorsque|a+ b— 1| < 1, cette suite tend vers Zlabb

avec po =1, ce qui donne p,, =

Solution 25.9 On a un systeme complet (Dy,...,Dg) (résultat du jet de dé), soit B I'événement « obtenir une boule
blanche », alors on demande Pg(De), d'apres la formule de Bayes, on a :

_ PDe)Ppy(B) _ PO&Po,B) 16 _ 6 _ 2
Pg(De) = [p)(B)G =% . -8 T aT T
> P(Dg)Pp, (B) Y 3
k=1 k=1
Solution 25.10

1/ I suffit de traiter le cas ol un seul des B; est égal A; (on peut supposer que c'estBy,), si] est une partie de [1;n—1],

alors on sait que (| Aj et Ay, sont indépendants, donc NA; et A, aussi.
Jjel jel

2/ On sait que Bl,...,Bp,BpH,...,Bn sont mutuellement indépendants, donc B{n---n Bf, et Bpy1n---N By, sont

c
indépendants, par conséquent, |Bin---nBj| =ByU---UBp et Bp1N---NB, sont indépendants.
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